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Matematyka pozostalych ubezpieczen osobowych i majatkowych 23.01.2023 .

Zadanie 1.
Ryzyka X; i X, sg niezalezne i majg identyczny rozklad:
Z atomami:
Pr(X, =0) =0.7, i PriX, = 1) = 0.1,
oraz gestoscia: f(x)=04(1-x) dla x€(0,1)

Pr(X; + X; > 1) wynosi:
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23.01.2023 r.

Zadanie 2.

Zmienna losowa X jest suma trzech niezaleznych zmiennych losowych o rozktadach
ztozonych Poisson z parametrami odpowiednio (44, Fy), (45, F,), oraz (43, F3).
Wartosci parametréw czestotliwosci A, A,, A3, oraz dystrybuanty F;, F,, F3, dane sg

wzorami:
i A (0 Fi(x) Fi ()
dla x <1 dla x €[1,2) dla x=>2
1 3/2 0 7/10 1
2 1 0 8/10 1
3 172 0 3/10 1

Wobec tego Pr(X = 4) wynosi:
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Zadanie 3.
Proces pojawiania si¢ szkod startuje w momencie Ty = 0.
Niech T, oznacza moment zajscia n-tej szkody. Poniewaz szkody numerujemy wedtug
kolejnosci zajscia, wobec tego zachodzi 0< 7'< 7, <... .
Likwidacja n-tej szkody nastgpuje w momencie 7, + D, .
Zatézmy, ze zmienne losowe Ty, Dy, (T, — Ty), Dy, (T3 — T3), D3, ... :
e sgniezalezne,
¢ majg taki sam rozklad wyktadniczy o wartosci oczekiwanej Y.
Niech N(t) oznacza liczbe szkdd zlikwidowanych do momentu 7. Wobec tego

oczekiwana liczba szkod zlikwidowanych na odcinku czasu 1 < t < 2, a wige
E[N(2) = N(1)]

Wynosi:

(A) 1975
(B) 1957
(C) 1.935
(D) 1.910
(E) 1.883
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Zadanie 4.
Kierowca, ktérego charakteryzuje warto$é ¢ parametru ryzyka Q, zglasza szkody
(jedna lub wigcej) w ciagu roku z prawdopodobienstwem g, za$ nie zglasza szkod z
prawdopodobienstwem p =1 —gq, przy czym zdarzenia te w kolejnych latach sg
zdarzeniami niezaleznymi. Rozktad parametru ryzyka O w populacji kierowcow jest na
przedziale (0, 1) dany ggstoscia:

I'(a

o) = oot B

T(OT(B)
Zaktadamy, ze populacja jest zamknigta (starzy kierowcy nie znikajg, nowi si¢ nie
pojawiajg). Kierowcy migrujg pomigdzy klasami bardzo prostego, 4-klasowego
systemu bonus-malus. W systemie tym kazdy kierowca, ktory w danym roku zglosit
jedng lub wigcej szkod, laduje w roku nastgpnym w klasie pierwszej (z najwyzsza
sktadka). Jesli jednak nie zglosit zadnej szkody, wtedy:

e Laduje w klasie drugiej, o ile w danym roku byt w klasie pierwsze;j;

o Laduje w klasie trzeciej, o ile w danym roku byt w klasie drugiej;

e Laduje w klasie czwartej, o ile w danym roku byt w klasie trzeciej lub czwarte;.
Wiadomo, ze rozklad prawdopodobienstwa na przestrzeni klas dla dowolnego
kierowcy w takim systemie bonus-malus stabilizuje si¢ (przestaje zaleze¢ od klasy
startowej) po uptywie kilku pierwszych lat. Oznaczmy przez p; wartos¢ oczekiwang
udzialu kierowcow przebywajacych w klasie czwartej w calkowitej liczebnosci
kierowcdw w tej populacji, po osiggnigciu ww. stabilizacji.

Przyjmijmy, ze parametry (a, ) = (2,8). Wobec tego p; wynosi:

xT1(1 - x)81

(A) 10/55
(B) 9/55
(C) 8/55
(D) 7/55
(E)  6/55
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Zadanie 5.

Rozwazamy klasyczny model procesu nadwyzki U(t)=u + ¢t — S x> 8dzie:

e u to nadwyzka poczatkowa
e ¢/ to suma skiadek zgromadzonych do momentu ¢,

n
o S5 = ZY, to tgczna warto$¢ szkod zasztych do momentu ¢,

i=l
e proces liczacy N (t) oraz wartosci poszczegolnych szkod Y,.1,.Y... sa
niezalezne, przy czym:
e N (r) jest procesem Poissona z parametrem intensywnosci 4,
e wartosci poszczegdlnych szkod V,,Y,.Y;,... majg ten sam rozklad wyktadniczy
o wartosci oczekiwanej rownej |
e c=(1+0)-4, 6>0

Wiadomo, ze zmienna losowa:
e L= sup{u - U(t)}

>0
daje sig¢ przedstawic jako zmienna o rozktadzie ztozonym:
o L=l+L +.+dy, (L=0 gdy N =0),
gdzie sktadnik /, jest zmienng okreslong w przypadku, gdy nadwyzka spadnie ponizej
u, i roOwny jest wtedy:
o [, =u-U(t), gdzie 1, jest tym momentem czasu, kiedy po raz pierwszy do
takiego spadku doszlo.

Jesli @=1/5, oraz u =3, to warunkowa wartos¢ oczekiwana liczby takich spadkow,
pod warunkiem ze nastapita ruina:

E(N|L > u)

Wynosi:
A 7

1
B 73
(C) 8

1
D) 8-
(E) 9
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Zadanie 6.
Y.Y,.....Y, . ... sag niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozkiadzie jednostajnym na

przedziale [0, 1]. N jest zmienng losowg o rozktadzie Poissona z parametrem
czestotliwosci 4, niezalezng od zmiennych ¥, . Niech:
i max{Y,,¥,,...,Y,} gdv N>0

0 gdy N=0

Warunkowa warto$é oczekiwana E(N [M ) WYNosi:

A-M gdy M>0
(A)
0 egdy M=0

®) 1+A-M gdy M>0
0 gdy M=0
C) 1+4A-M
(D) ei-ﬂ-!
) e’ gdy M>0
0 gdv M=0
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Zadanie 7.
W klasycznym modelu procesu nadwyzki U (1 ) =u+ct =Sy,

e u jest nadwyzka poczatkowa,
e cf jest sumg sktadek zgromadzonych do momentu ¢,
e N (t) jest procesem Poissona z parametrem intensywnosci A4,

e S, = Z Y, jest sumg wypfat,
i=1

e proces N(I) i pojedyncze wyplaty 1,Y,,Y;,... s3 niezalezne.
Niech L oznacza maksymalng stratg, F, jej dystrybuantg, zas LP’(u)
prawdopodobienstwo ruiny przy nadwyzce poczatkowej u. Wiadomo, ze zachodzi:

F()=1-¥@)=Pr(vi=0 U()20).

Zatozmy, ze wyptaty ¥ majg rozktad wyktadniczy z wartoscig oczekiwang y, oraz iz

parametr intensywnosci sktadki ¢ wynosi ¢ =110%Au .

Wartos¢ funkeji ‘P(u) w punkcie u = E(L) + 1.645,/var(L) wynosi:

(A)  7.8%
B) 7.1%
C)  6.3%
(D) 5.7%
(E) 52%
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Zadanie 8.

Liczby szkoéd N,....N,,. N,, w kolejnych latach sa, dla ustalonej wartosci parametru

0 =g , niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowym rozktadzie dwumianowym
z parametrami (1, ¢), a wiec przyjmujg wartos¢ 1 z prawdopodobienstwem ¢, zas
wartos$¢ 0 z prawdopodobienstwem (1-g). Niech N =N, +...+ N,,. Parametr ryzyka
Q jest zmienng losowg o gestosei na przedziale (0,1) okres$lonej wzorem:

o f(x)=4-0-x).
Warunek konieczny i wystarczajacy na to, aby zachodzita nieréwnosc¢:
. var(N“[N,,...,Nm)> var(NH)

jest postaci:

(A) N>0
(B) N>I
(C) N>2
(D) N>3
(E) N>4
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Zadanie 9.
W pewnej populacji kazde ryzyko charakteryzuje si¢ trzema parametrami g, b oraz v,
0 nastgpujacym znaczeniu:
e parametr g to prawdopodobienstwo, ze do szkody dojdzie (moze zaj$¢ co
najwyzej jedna szkoda),
o jesli juz do szkody dojdzie, to rozktad jej warto$ci ma wartos¢ oczekiwang
réwng b i wariancje rdwng b%v?.
Parametr v2 dla wszystkich ryzyk z populacji przyjmuje t¢ samg wartos¢ rowng 1/5.
Niejednorodnos¢ populacji znajduje wyraz w zréznicowanych wartosciach
pozostatych dwoch parametréw. Wartoéci parametrow (g,b) losowo dobranego ryzyka
z tej populacji to realizacja pary zmiennych losowych (Q.B), o ktorej wiemy, ze:
e E(Q =01,
e var(Q) = 0.01,
o var(B) = [E(B)L,

e zmienne O i B s3 niezalezne.
Niech W}, oznacza tgczng warto$¢ szkod z portfela liczacego » ryzyk niezaleznie
wylosowanych z tej populacji. Liczba n, dla ktdrej zachodzi:

Jvar(Wy) . 0.1’

B
Wynosi:

(A) 1400
(B) 1350
(C) 1300
(D) 1250
(E) 1200
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Zadanie 10.
Ubezpieczyciel prowadzi dwa portfele ubezpieczen. W obu portfelach pojedyncze
ryzyko generuje szkody zgodnie ze ztozonym procesem Poissona z takg samg
intensywnoscig A. Portfele roznig si¢ rozkladem wartoéci pojedynczej szkody i liczbg
ryzyk w portfelu (n, i n, odpowiednio). Stosunkowy narzut na skfadke netto dla
ryzyk w obu portfelach jest ten sam i wynosi 8. W rezultacie parametry modelu sg
nastgpujace:

e | portfel:
intensywnos¢ taczna ny A, rozktad wartosci pojedynczej szkody o gestosci

f(y) = 2 exp(—2y). skladka za jedno ryzyko %(1 + 0)A;

e 2 portfel:
intensywnos¢ tgczna n,A, rozktad wartosci pojedynczej szkody o gestosci

f(y) = 5exp(—5y), skladka za jedno ryzyko i (1+86)A.

Jesli wiemy, ze funkcja prawdopodobienstwa ruiny ubezpieczyciela jest postaci:
Y(u) = gexp(—u) + E}EEXP (— gu) u =0,

to wartosci parametrow modelu (9, e )wynoszq:
nq+n,
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Egzamin dla Aktuariuszy
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" Oceniane sg wylgcznie odpowiedzi umieszczone w Arkuszu odpowiedzi.
* Wypelnia Komisja Egzaminacyjna.
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